1 Zagadnienie interpolacyjne

1.1 Sformulowanie problemu

Zadaniem, jakie nalezy rozwiazac jest interpolacja funkcji, zadanej zbiorem n
punktow: (x;, f(z;)), x1 < z; < x,. Nalezy napisa¢ program numeryczny,
ktory na podstawie podanego zbioru punktow oblicza poprzez interpolacje
przyblizone wartosci funkcji. Dziatanie programu przetestowaé¢ nalezy dla

funkeji f(x) = /().

1.2 Rozwiagzanie

Rozwigzaniem podanego wyzej problemu jest zastosowanie wielomianu in-
terpolacyjnego stopnia co najwyzej n. W programie nalezy wykorzystac tzw.
posta¢ Lagrange’a:
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gdzie:
x;, xj — wartosci argumentéw funkeji w punktach weztowych,
x — argument, dla ktérego obliczana jest przyblizona warto$¢ funkeji f(z).

1.3 Wyprowadzenie

Interpolacja nazywamy wyznaczenie przyblizonej wartosci funkeji f(x) :
[a,b] — R w dowolnym punkcie z € [a,b] na podstawie znanych wartosci
funkeji w ustalonych punktach x;: f(zo), ..., f(z;),..., f(x,). Funkcja inter-
polujaca F'(x) musi spelnia¢ nastepujaca wtasnosé:

F(x;) = f(z:) = yi (2)

Najczesciej stosowanym rozwigzaniem jest wykorzystanie jako funkcji inter-
polujacej wielomianu W, (x), ktérego stopienn wynosi co najwyzej n. Mozna
udowodnié, ze istnieje doktadnie jeden wielomian interpolacyjny W, (x), kto-

ry w punktach xg, ..., z, przyjmuje wartosci yo, . .., Yn-
Wyprowadzenie réwnania (1) przeprowadza sie poprzez konstruowanie
tzw. wielomianéw pomocniczych W}, i = 0,1,...,n. Kazdy z wielomianéw

pomocniczych jest stopnia co najwyzej n. Wielomiany te przyjmuja wartosé
0 w punktach z; dla j # ¢ oraz 1 w punkcie ;:

(x —xg)  (x—zi1)(x —xipq) -+ (¥ — 1)
(x; — o)+ (1 — 1) (T — Tig1) -+ (m — ) (3)
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Wygodnie jest zapisa¢ réwnanie (3) w bardziej zwieztej postaci:

- T
W (x) = ’ 4
jl:[ox,-—xj ()
J#

Ze wzgledu na podane wyzej wtasnosci, wielomian taki posiada nastepujaca
ceche: '
yi = Wy(:)y: (5)

Poprzez zsumowanie tak skonstruowanych wielomianéw otrzymujemy réw-
niez wielomian stopnia co najwyzej n, dodatkowo spetiajgcy warunki sta-
wiane funkcji interpolujacej:

Wae) = 3 Wiy )

Podstawiajac do réwnania (6) réwnanie (4) otrzymujemy:

Wale) = 3 | fa T 222 @
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1.4 Rozwigzanie algorytmiczne

Dla realizacji podanego powyzej schematu obliczeniowego (1) zastosowaé
mozna nastepujacy algorytm:

W, = 0.0;
dla i:= 1 do n wykonuj
rozpocznij
p = 1.0;
dla j:= 1 do n wykonuj
rozpocznij
jezeli i <> j wtedy
p=p* (z —xj) [ (2 — xj);
zakoncz
Wyp = Wy + yi x p;
zakoncz




1.5 Przyktady

Przyklad 1 Obliczenie interpolowanej wartosci f(z) = /z
Przyjmijmy 3 punkty interpolacyjne:

o = (07 0)
I = (4, 2)
To — (9, 3)

Dla x = 1 wartos¢ interpolowana wynosi 6.00000000e-01. Otrzymany wynik
daleki jest od oczekiwanego. Dla poprawienia jakosci przyblizenia zmniejszo-
no odlegtos¢ pomiedzy punktami skrajnymi:

Ty = (0, 0)

x1 = (0.5,0.707106781)

xo = (1.5,1.224744871)

Wartoéc¢ interpolowana dla x = 1 wynosi 1.11535507e+00.

Przyklad 2 Przyklad zastosowania interpolacji

Rysunek 1 przedstawia interpolacje funkcji danej réwnaniem (8) za pomoca
wielomianu stopnia czwartego.

f(z) = exp(~sin (2%)) (8)

3.0

funkcja exp(-sin(x))

A punkty wezlowe interpolacii N\
- - - -wielomian interpolacyjny \

2.5

2.0 1

154

> 1.0

0.5

0.0 1

054 .

-1.0

L e L L L A L L A A A A |
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Rysunek 1: Wykres funkcji f(z) = exp(— sin (z?))

Jak mozna zauwazy¢, réznice wystepujace pomiedzy ,oryginalnymi” a
interpolowanymi warto$ciami sg znaczace. Podstawowym bledem jest tutaj



zatozenie, ze za pomoca wielomianu interpolacyjnego mozna obliczy¢ caly
zakres zmienno$ci funkcji. Tymczasem interpolacje stosuje sie dla:

e niewielkich zakreséw zmiennosci funkcji,

e niewielkich odlegtosci pomiedzy punktami weztowymi,

e lokalnie dostatecznie ,gtadkich” funkcji.

1.6 Uwagi

1.

Jak zademonstrowano powyzej, interpolacja daje zadowalajace wyniki
(dla punktéw innych niz weztowe) tylko wtedy, gdy odlegtosci pomiedzy
punktami weztowymi sg stosunkowo niewielkie.

. W przypadku uzycia do interpolacji wielomianéw wysokiego stopnia (w

praktyce oznacza to stopien piaty i wyzsze) ksztatt funkeji interpoluja-
cej pomiedzy punktami weztowymi moze mie¢ charakter oscylacji. Jest
to efekt silnie niepozadany.

7 powodoéw przedstawionych w punktach 11 2 do opracowywania da-
nych doswiadczalnych stosuje sie zazwyczaj aproksymacje (a nie inter-

polacje).

. Interpolacja znajduje jednak bardzo duze zastosowanie w analizie réz-

nego rodzaju zagadnien teoretycznych z zakresu metod numerycznych.
Wykorzystuje si¢ ja m.in. przy wyprowadzaniu wzorow na numeryczne
catkowanie i rozniczkowanie oraz przy konstrukecji schematéw rozwiag-
zywania réwnan rézniczkowych.



