ROWNANIA NIELINIOWE

Rownania nieliniowe mozna rozwiazywaé réznymi metodami. Jedna z nich jest metoda
Newtona znana rowniez w literaturze pod nazwa metody stycznej.

I METODA NEWTONA

W metodzie Newtona wykorzystujemy definicj¢ pochodne;j. Jej graficzna interpretacja zostata
przedstawiona na Rys. 1. Metoda Newtona jest metoda iteracyjna, w ktorej krok
Ax przyblizajacy rozwiazanie x  jest uzalezniony wprost od pochodnej funkcji. Metoda
iteracyjna polega na zatozeniu punktu startowego xo (pierwszego przyblizenia rozwiazania
x"), ktory postuzy do wyznaczenia w kolejnych iteracjach nastgpnych punktow x;, X, X3,...
coraz blizszych rozwiazaniu.
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Rys. 1 Graficzna interpretacja metody Newtona.

Pochodna funkcji w punkcie xo w interpretacji graficznej mozna zapisac jako tg kata 6.

F'(x,)=1tg0 (1.1)
gdzie zgodnie z definicja funkcji tg

g0 = F(x) (1.2)
Z Rys. 1 wynika

Ax =x, — X, (1.3)
Zatem po przeksztalceniu otrzymuje si¢

%, = x, L 00) (14)
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Uogolniajac zapis 1.4 mozna uzyska¢ wyrazenie pozwalajace w kolejnych iteracjach
wyznacza¢ coraz dokladniejsze przyblizenia rozwigzania x .
| F(x,)
.= i1 T —
’ ’ F (xj—l)
Wzoér (1.5) mozna réwniez otrzymaé z szeregu Taylora. Niech x;.; bedzie przyblizong
warto$cia x . W otoczeniu x;.;, funkcj¢ F(x) mozna rozwing¢ w nastgpujacy szereg:

(1.5)

F(x) = F(xj_1 )+ C;—];(xj_l ) (x — xj_l) + wyrazy wyzszego rzedu (x - xﬂ) (1.6)



Jezeli wyrazy wyzszego rzedu zostana pominigte, a za x zostanie podstawiona niewiadoma x°
to szereg (1.6) przyjmie postac:

F(x*):F(xj—l)+6;_F(xj—l)'(X*_xj—l) (17)
X

Uwzgledniajac fakt, ze F(x') = 0 i przeksztalcajac wyrazenie (1.7) otrzymuje sie:
oy Fl) (1.8)
=x,, ’ .
= F ix i )
Jezeli warto$¢ x;.; znaczaco rozni si¢ od faktycznej wartosci x wowczas nalezy zastosowac
procedurg iteracyjna. W kazdej kolejnej iteracji bedzie wyznaczona nowa wartoS¢ x;

stanowiaca nowe przyblizenie rozwiazania x . Zatem w ten sposéb mozna uzyska¢ wyrazenie

(1.5).
B F(xj—l)
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Poczatek obliczen wymaga zalozenia startowej wartosci xo stanowiacej podstaweg do
wyznaczenia w kolejnych iteracjach nastgpnych wartosci xi, x2, xs.... Jezeli funkcja F(x) nie
posiada punktow przegiecia w otoczeniu punktu x  (pomiedzy punktami xo i x') wowczas
wzor (1.5) pozwala na wyznaczenie w kolejnych iteracjach nowych wartosci x;, z ktorych
kazda nastgpna ma warto$¢ coraz mniej roézniaca si¢ od wartosci x". Warunek nie
podejmowania kolejnych iteracji tzw. warunek stopu moze zosta¢ zdefiniowany nastgpujaco:

I, —x;[ <6 (1.9)
Istotnym zagadnieniem w zastosowaniu metody Newtona jest wyznaczenie wartosci

pochodnej funkcji. Zagadnienie to bedzie doktadnie omdéwione w rozdziale ,,R6zniczkowanie
numeryczne”.

Na Rys. 2 zostal przedstawiony algorytm programu rozwiazujacego roéwnanie metodq
Newtona.

WE:x" =x,

Rys. 2 Algorytm programu rozwiqzujgcego réwnanie metodq Newtona.




Zadanie.
Zastosowanie metody Newtona do obliczenia wartosci pierwiastka.

Zadanie polega na wyznaczeniu warto$ci pierwiastka stopnia m z liczby a.

x =%a a>0,meN

Przeksztatcajac wzor (1.10) mozna zdefiniowac funkcje Fi(x).
F(x)=x"-a

Po podstawieniu jej do wzoru (1.5) otrzymano:
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Wzér (1.11) mozna przeksztatci¢ do nastepujacej postaci:

1
X; :;{(m—l)-x“ +%

J-1
W algorytmie zatozono nastepujaca warto$¢ pierwszego przyblizenia:
Xo—=a
Dla przyktadu zostanie wyznaczona w sposob numeryczny warto$¢ 2.

xo =2.00000 warto$¢ pierwszego przyblizenia
x1 =1.50000 I iteracja

x> =0.14167 II iteracja

x3=0.14142 III iteracja

(1.10)

(1.11)

Warto$¢ pierwiastka zostata wyznaczona z dostateczna dokladno$cia w trzeciej iteracji.



