ROZNICZKOWANIE NUMERYCZNE

Podstawa wielu algorytméw rozwiazania roéwnan rdézniczkowych zwyczajnych i
rownan rozniczkowych czastkowych jest wyrazenie warto$ci pochodnej lub pochodnych
czastkowych dla pewnego interesujacego nas punktu przy pomocy wzordw pozwalajacych na
uzyskanie przyblizonej warto$ci. Wzory te zwane ilorazami réznicowymi wykorzystuja
warto$ci funkcji podstawowej w kilku punktach wybranych z otoczenia tego punktu dla
ktoérego jest wyznaczana pochodna .Najprostsze wzory tego typu mozna uzyskaé przy
pomocy szeregu Taylora. Wzory bardziej zaawansowane mozna uzyska¢ poprzez
wprowadzenie wielomianu interpolacyjnego opartego na kilku punktach, poddanego w
dalszej kolejnosci operacji rozniczkowania.

WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:

h =xi+1-x;  krok

Vi =f(x) wartos$¢ funkcji f'w punkcie x;

yi=f(x) warto$¢ pochodnej funkcji f w punkcie x;

i indeks numerujacy kolejne warto$ci zmiennych

W oparciu o szereg Teylora mozna uzyskac proste wzory wykorzystujace wartosci funkcji w
dwoch punktach

y, = % -iloraz réznicowy progresywny (przedni) (2.1)
Wzér (2.1) mozna uzyskaé przy uzyciu rozwinigcia funkcji f'w szereg Taylora w otoczeniu
punku x;. W szeregu nalezy opusci¢ wyrazy wyzszego rzedu niz 1.
2

Viy =Y+, h+y, Y + wyrazy wyzszego rzedu =y, = %

y, = % -iloraz roznicowy regresywny (wsteczny) (2.2)
Wzér (2.2) mozna uzyska¢ w podobny sposéb jak wzor (2.1)

Vo =y, +y. - (=h)+y, (_32) + wyrazy wyzszego rzedu =y, = %

Wprowadzajac do rozwazan trzy punkty i odpowiedni wielomian interpolacyjny otrzymano
nastgpujace wzory

y' — _3yi+4yi+1 — Vi

) h -iloraz r6znicowy przedni (2.3)
SV

v, = % -iloraz r6znicowy centralny (2.4)
, L, =4y +3y. . .

y, = Yio2 2y }lz_l Vi iloraz réznicowy wsteczny (2.5)

Wzory (2.3), (2.4), (2.5) mozna uzyska¢ wprowadzajac trzy punkty (xo , o), (x1, y1), (X2, »2) 1
przeprowadzajac przez nie wielomian interpolacyjny Lagrange’a.
X0
X 1=xo+h
x2=xo+2h=x1+h
Wprowadzenie z wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a.
L,(x) =y, (x=x)(x—x,) +, (x —xp)(x—x,) +, (x —xp)(x — x;)
(xg = x)(x, —X,) (2, = x)(x, —x;,) (x, =x0)(x; —x,)
— S ——
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2X—Xx, — X 2X—X, — X 2x—X, — X
1 2+ 0 2+ 0 1

L=y = W T

L(x)— x2)+ (2x Xy —X,)+

L,(x)= y°2 (2x = (x, + 1) — (x, +2h))——;(2x—x0 —(x, +2h))+y—22(2x—x0 —(x, +h))

L()—

—h—x —2h)— L (2x =Xy — X, — 2h)+2y2 (2x —x, —x, — )

L (x)— —h)

—3h)— L (2x - 2x,

L'z(xo)=2y#(2x0—2x0—3h)——(2x0 20, = 20) + y 2 (2x, — 2%, —h)

—3hy, + 4hy1 —hy,
2h*

L,(x,) = thoz (=3h) —,f—;<—2h> +2%<—h> -

=3y, +4y, -y,
2h

Ly(x,)= progresywny iloraz roznicowy

L(x)== 3 (2 =2, =30) —y—;(le —2x, = 2h)+-2 3 (2% = 2%, = )

L (xl)— (205, + ) =25, ~3h) = yl F 1) =20, =2+ 2 5 yz - (2(xy +h) —2x, — )
. 2 hy, +h

Lz(m—zhz( n= <0)+§—;<h)=%

Ly(x,)= % centralny iloraz réznicowy

L(x,)= 2y—°2(2x2 —2x, - 3h)- ]f—;(zxz —2x, —2h) + 2yhzz (2x, - 2x, — h)

: 2y y hy,—4y h+3hy

L,(x,)=—2(h)——=>2h)+=23h)=—2 ! 2
4

L,(x 2)_m wsteczny iloraz roznicowy

2h

Wyznaczajac druga pochodna wielomianu Lagrange’a mozna uzyskaé wzory na przyblizona
warto$¢ drugiej pochodne;j .

; =2y, +p,

y, = Yi 72V }’l;‘ Y2 loraz réznicowy przedni (2.6)
" -2y + . .

y, = i1 h);l i iloraz r6znicowy centralny (2.7)
" =2y + Y. . .

y; = Yi-a h); SR iloraz r6znicowy wsteczny (2.8)

Zatem

: 2x —x, — X, 2x —x, — X, 2x —x, — X,

Lz(x)—yo 2]’[2 +y1 _hz +y2 2]’[2



] 2 2 2 Y= 2y+y
L=y gt h gty =

an (xy) = an (x)= an (x,)

Wprowadzajac do rozwazan 5 punktéw (xo, vo), (x1, ¥1), (x2, ¥2), (X3, ¥3), (x4, v4) 1 badajac
wielomian interpolacyjny stopnia 4 przechodzacy przez te punkty mozna otrzymac
nastepujace wzory :

V= Vi = 8y,-_11 ;:ym ~ Vi (2.9)

T v, +16y, —1 zz? +16Y,.1 = Vina (2.10)
y = e + 2;vi_21h—3 21+ Vieo (2.11)
V= Vo —4y., + 6}; — 4Vt Vi (2.12)

Wzory rozniczkowania numerycznego sa bardzo uzyteczne w rozwazaniach teoretycznych
dotyczacych opracowania efektywnych procedur rozwiazania rownan rdézniczkowych
zwyczajnych 1 czastkowych. Do obliczania pochodnych funkcji, ktorych postac jest znana i
posiada prosta budowe, nalezy stosowa¢ wzory analityczne.



