ROZWIAZYWANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH
Réwnania rézniczkowe sa to roOwnania, ktdre zawieraja w swojej budowie pochodna.
Roéwnania te mozna podzieli¢ ze wzgledu na rodzaj pochodnej jaka w nich wystegpuje. Jezeli
roOwnanie zawiera pochodna funkcji jednej zmiennej woéwczas nazywa si¢ ona rOwnaniem
rézniczkowym zwyczajnym. Wystgpowanie pochodnych czastkowych wskazuje na rownanie
rézniczkowe czastkowe. Réwnania rozniczkowe mozemy rozwiazywacé droga analityczna lub
numeryczna. Analitycznym rozwiazaniem réwnania rézniczkowego jest posta¢ analityczna
szukanej funkcji. Numerycznym rozwigzaniem réwnania rdézniczkowego jest zbior punktow,
ktérych wspotrzedne spetnia szukang funkcjg.
Aby rozwigza¢ réwnanie rozniczkowe zwyczajne zapisane w postaci (3.1) nalezy znaé
warunek poczatkowy (3.2)

Do fley) Wby =fley) G

Y(xX0) =, (3.2)
Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego zwyczajnego (3.1) jest funkcja y(x). Ponizej dla
przyktadu przedstawiono dwa réwnania rozniczkowe z warunkami poczatkowymi oraz
analityczne rozwiazanie tych rownan

o =X »(0)=1 (rozw.analityczne y(x)= 1 x2+1)
dx )
dy ‘ )
e = »(0)=5 (rozw.analityczne y(x)=>5e")
x

W dalszej czeéci zostang przedstawione trzy metody numeryczne stuzace do rozwigzania
réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Pierwsza z nich ma charakter pogladowy, natomiast
dwie kolejne sa stosowane w praktyce. W rozwazaniach przyjgto nastgpujace oznaczenia:

V(x0)=yo - warunek poczatkowy

h - krok

Xi - warto$¢ zmiennej niezaleznej w punkcie i
Xiv1=x;i+h - warto$¢ zmiennej niezaleznej w punkcie i+/
Vi - warto$¢ szukanej funkcji w punkcie x;

Vit - wartos$¢ szukanej funkcji w punkcie x;+;

1. Metoda Eulera

Metoda Eulera mozna zastosowaé wykorzystujac tzw. schemat jawny lub schemat niejawny.
Roéznica polega na tym , ze w schemacie jawnym wykorzystuje si¢ iloraz réznicowy przedni
(progresywny), natomiast w schemacie niejawnym iloraz réznicowy wsteczny (regresywny).

a) Schemat jawny. lloraz r6znicowy przedni (3.3)
y(x+ 1) = y(x) 53
h
nalezy przeksztatci¢ do nastgpujacej postaci:
y(x+h)=y(x)+y (x)-h
Jezeli jest znany warunek poczatkowy, tzn. warto$¢ y, = y(x,) dla pewnego punktu x;, to

y(x)=

mozna obliczy¢ dalsze wartosci y;+; (dla kolejnych punktow x;;,=x;+h) wg schematu:
Vg =y, +f (x;,,)-h - metoda jawna (3.4)
b) Schemat niejawny. lloraz R6znicowy wsteczny (3.5)



y(X)—y(X—h) (35)
P .

mozna przeksztatci¢ na warunkach jednoznacznos$ci do postaci (3.6)
y'(x+h)=y(x+h2_y(x) (3.6)

Posta¢ (3.6) nalezy przeksztatci¢ nastgpujaco:
Y(x+h)=y(0)+y (x+h)-h
aby w rezultacie otrzymac¢ uogolnione rozwiazanie
Vir =Y+ f (Xis Vi) b - metoda niejawna (uwiktana) (3.7)

y(x)=

Réznica pomigdzy schematem jawnym i schematem niejawnym polega na roznej zbieznosci
rozwiazania. W schemacie niejawnym rozwiazanie zachowuje sens dla dowolnej wartosci
kroku h. Natomiast w schemacie jawnym krok h musi mie¢ wartos¢ pochodzaca z $cisle

okreslonego zakresu.

Przyklad 1

Nalezy rozwiaza¢ metoda Eulera nast¢pujace rownanie rézniczkowe zwyczajne wykorzystujac dla

poréwnania schemat jawny oraz schemat niejawny,

% —2y  warunek poczatkowy  ¥(0) =20
X

rozwiazanie analityczne:
y(x)=20-e*
a) Schemat jawny. lloraz roznicowy przedni
y(x+h)— y(x)
h

nalezy podstawi¢ do rownania w miejsce pochodne;j.

Y (x)==2y(x)

y(x+ hz ™, ()

Nalezy tak przeksztatci¢ rownanie by obliczy¢ y(x+h).

y(x+h) = y(x)(1-2h)

czyli ostatecznie

Vin =y;(1-2h)

Y (x)=

Wartos$¢ kroku powinna by¢ w zakresie 0<#<0.5. Zakres ten zostal dobrany doswiadczalnie. Ponizej

zamieszczono rdzne przypadki rozwiazania dla réznych wartosci kroku 4.
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Wartos¢ kroku — 0 </ < 0,5 — warto§¢ prawidlowa
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Wartos¢ kroku - 2= 0,5 - warto$¢ niepoprawna Wartos¢ kroku — 0,5 < 4 < 1.0 - warto$¢ niepoprawna

——rozw. analit.

| rozw. num.

Wartos¢ kroku - # =1 - warto$¢ niepoprawna

Wartos¢ kroku i w zakresie 0.5< h < 1 jest niepoprawny ale btad pozostaje lokalny. W pewnych
sytuacjach mozemy to dopuscic.
b) Schemat niejawny.

yv(x):y(X)—}yl(x—h) yv(x+h):y(x+hz—y(x)
Yody Y@@ VD=2
y(X+hh)—y(X) —29(x+ h)

Ostatnie rownanie nalezy rozwigza¢ wzgledem y(x+h)
X
1+2h
Czyli ostatecznie .
y. = Vi
"1+ 2k

Rownanie zachowuje sens dla dowolnej warto$ci kroku /. Optymalizacja tej wartosci prowadzi do
poprawienia doktadnosci.

25 4

20

—— rozw. analit.

| rozw. num.

Warto$¢ kroku — 2 =0,1



2. Zmodyfikowana metoda Eulera.

Zmodyfikowana metoda Eulera zostata tak skonstruowana, aby uzyska¢ lepsza stabilnosé¢
rozwigzania. Metodg t¢ mozna wyprowadzi¢ wychodzac od symbolicznej postaci rdwnania
rézniczkowego.

d

d_y = f(x,y) warunek poczatkowy y(x,)=y, (3.8)

X

Roéwnanie (3.8) nalezy obustronnie scatkowac.

Xo+h Xo+h

J 2= ] renpons

wykorzystujac metode trapezow.
h
Yy +h) = y(xg) =2 (F 0o, (g )+ /(g + 1, y(x + 1)) 3.9)

Wzor (3.9) przeksztalcamy tak, aby uzyska¢ wartoSci szukanej funkcji  y(x, +h) w
kolejnym kroku.

1
y(xo + 1) = y(xo) + E(h S (o> y(xo)) + A f(xg + b, y(xy + )
co w zapisie indeksowym wyglada nastgpujaco:
1
yi+1:yi+E(h‘f(xiayi)+h'f(xi+1ayi+1)) (3.10)

Wzér (3.10) przedstawia uwiktany schemat rozwiazania. Aby przejs¢ ze schematu
niejawnego na schemat jawny nalezy zastosowac nastgpujace uproszczenie;

dy yAJrl —y
— == f(x,,y, 3.11

Nastgpnie wyrazenie (3.11) nalezy przeksztatci¢ i podstawi¢ do wzoru (3.10).
Yin =Y, +h-f(x,»)

Vi =i +%(h.f(xi’yi)+h.f('xi’yi +hf(xi7yi)) (3-12)

Wzor (3.12) przedstawia jawny schemat rozwigzania, ktéry mozna rozpisa¢ na elementarne
czescl

ky=h-f(x,y)

ky=h-f(x;+h,y, +k) (3.13)

1
Yinn = Vi +5(k1 +k,)

Wzory (3.13) prezentuja zmodyfikowanq metode Eulera. Znajac (x;y;) mozna obliczy¢
(Xi+1,Yi+1)-

Przyklad 2
Nalezy rozwiaza¢ nast¢pujace réwnanie roézniczkowe zwyczajne, wykorzystujace zmodyfikowana
metode¢ Eulera.
dy
o =—-2-x-y  warunek poczatkowy y(0)=1
X

Rozwiazanie analityczne :
— ()
y(x)=e

Rozwiazanie:
W rozwigzaniu przyjeto warto$¢ kroku #=0.1. Ponize]j przedstawiono schemat obliczen warto$ci y;.



x,=0 , y,=1

X, =x,+h=0+0.1=0.1
ki =h-f(x0,9)=h-(=2x,) =0.1(2-0-1)=0
ky=h-f(x,+h,y,+k)=h(-2(x,+h)(y, +k))=0.1(-2-(0+0.1)- (1+0)) =-0.02

Yi=DXo +%(k1 +k2)=1+%(0—0.02)=0.99

W Tabeli 1 podano wyniki obliczen 10 wartosci szukanej funkcji w przedziale x €< 0;1>.

METODA EULERA - ZMODYFIKOWANA
X k1 k2 y
0,0 1,0000
0,1 0,0000| -0,0200 0,9900
0,2 -0,0198| -0,0388 0,9607
0,3 -0,0384| -0,0553 0,9138
0,4 -0,0548| -0,0687 0,8520
0,5 -0,0682| -0,0784 0,7788
0,6 -0,0779| -0,0841 0,6978
0,7 -0,0837| -0,0860 0,6129
0,8 -0,0858| -0,0843 0,5279
0,9 -0,0845| -0,0798 0,4457
1,0 -0,0802| -0,0731 0,3691

Tab. 1 Wyniki obliczen wartosci szukanej funkcji y(x) dla x €<0;1>
3. Metoda Rungego — Kutty.

Metoda Rungego — Kutty jest metoda najczesciej stosowana w praktyce. Mozna ja
wyprowadzi¢ wykorzystujac do catkowania rownania (3.8) prosta metod¢ Simpsona. Schemat

metody Rungego —Kutty jest nastepujacy:

kl :h'f(xtayi)

1
ky=h-f(x, +=h,y, +—k
2 =h- f(x, Sh i+ 1)

1
k.=h- +—=h,y.+—k
3 S(x Sh it 2)
k4=h‘f(xi+hayl'+k3)

Vin =V +%(k1 + 2k, + 2k, + k,)

Przyklad 3

W przykladzie zostanie rozwiazane takie same rownanie rozniczkowe, jak w Przykladzie 1. Nalezy
rozwigza¢ nastgpujace rOwnanie rozniczkowe zwyczajne, wykorzystujac metodg Rungego — Kutty.

dy

— =-2xy  warunek poczatkowy »(0)=1

dx

Rozwiazanie analityczne

yx)=e




Rozwiazanie :
W rozwiazaniu przyjgto wartos¢ kroku 2=0.1. Ponizej przedstawiono schemat obliczen wartosci y.

xo=0 , y,=1
x,=x,+h=0+0.1=0.1
ki=h-f(x0,90)=h-(-2x,-y,)=0.1(=2-0-1)=0
=y ) = B2, + 20+ k) =
1
2
ey = he £ (3 oy + k) = A(=2(x, +~ By + = k) =
2 2 2 2
1
2
k4 :h'f(xo +h=yo +k3)=h(—2(x0 +h)(yo +k3)):
— 0.1(=2(0+0.1)(1 +0.0099) = —0.0198

=0.1(=2(0+—0.1)(1 + %O)) =-0.01

=0.1(=2(0+—0.1)(1 +%(—0.01))) =0.0099

b2 =y0+é(k1 +2k, + 2k + k) =

=1+ % (0+2-(~0.01)+2-0,0099 + (—0.0198)) = 0.99

W Tabeli 2 podano wyniki obliczef 10 warto$ci szukanej funkcji w przedziale x €<0;1>.

METODA RUNGEGO-KUTTY
X k1 k2 k3 k4 y
0,0 1,0000
0,1 0,0000| -0,0100| -0,0100| -0,0198 0,9900
0,2 -0,0198| -0,0294| -0,0293| -0,0384 0,9608
0,3 -0,0384| -0,0471| -0,0469| -0,0548 0,9139
0,4 -0,0548| -0,0621| -0,0618| -0,0682 0,8521
0,5 -0,0682( -0,0736[ -0,0734 -0,0779 0,7788
0,6 -0,0779( -0,0814 -0,0812( -0,0837 0,6977
0,7 -0,0837( -0,0853 -0,0852 -0,0858 0,6126
0,8 -0,0858 -0,0855[ -0,0855 -0,0843 0,5273
0,9 -0,0844| -0,0825| -0,0826| -0,0800 0,4449
1,0 -0,0801| -0,0769| -0,0772| -0,0735 0,3679

Tab. 2 Wyniki obliczen wartosci szukanej funkcji y(x) dla x €<0;1>.



ROZWIAZYWANIE UKLADU ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH
Uklad rownan rozniczkowych zwyczajnych mozna zapisa¢ symbolicznie w postaci
przedstawionej ponizej:

dy
—L = [ 15 Yy V)
dx

dy, _
e =LYy ) (3.15)

dy,
dx
warunek poczatkowy,

n=(x) =¥
Yo = (xo) =V

=fn(x’yl’y2""’yn)

y n (xo) = y n0
Warunek poczatkowy podany w formie przedstawionej powyzej stanowi najprostsza forme
jednoznacznego postawienia zadania. Rozwiazanie uktadu (3.15) mozna uzyskaé stosujac
metode Eulera. Jezeli zostane rozwazony uktad » = 2 rownan rézniczkowych zwyczajnych to

rozwiazanie metodq Eulera schematem jawnym jest nast¢pujace:
n=2

Vien = Vi + [1 (XL YY) b (3.16)

Vain =V + (X0 01, 2) -
Schemat jawny oparty na progresywnym ilorazie rézniczkowym jest tatwy do wyprowadzenia

i nie stanowi zadnych problemow obliczeniowych.
n=>2
Vit = Vi ¥ Fi s Vi Vo) - h (3.17)
Va1 = Vo ¥ o (X Vi Vo) - h
Schemat niejawny (3.17) stanowi w og6élnym przypadku uktad rownan nieliniowych z

koniecznos$cia uzycia do rozwiazania na przyktad metody Newtona-Rophsona.W prostszym
przypadku jest to uktad rownan liniowych. Wéwczas mozna uzy¢ metody eliminacji Gaussa.

Przyklad 4
Ponizej zostanie rozwigzany uktad dwoch rownan rézniczkowych zwyczajnych.
D _
dx ?
dy,
4y,
dx
warunek poczatkowy,
yi(0)=2
y,(0)=0

rozwiazanie analityczne,
v, (x)=2cos2x
¥,(x)=—4sin2x

a) Schemat jawny. W schemacie jawnym stosujemy bezposrednio wzory (3.16).



Vit =Y T Vo “h
Vain =V =4y, +h

Jezeli zatozymy A = 0.1 i uwzglgdnimy warunek poczatkowy:

=2
10 da  x=0
Yy =0
wowczas

Yp1=2+0-0.1+2
Y, =0-4-2.0.1=-0.8

b) Schemat niejawny. W schemacie nicjawnym nalezy wykorzystaé iloraz r6znicowy wsteczny:

. xX)—y,(x—h : x+h)—y (x
yl(x):yl() ;:1( ) = yl(x+h):y1( })l yl()

. xX)—y,(x—h , x+h)—y,(x

podstawiajac go w miejsce pochodnych do réwnan rézniczkowych.

{y;(x)=y2(x) = =y, arh)

»)=-4y () = yi(x+h)=~4y,(x+h)

»i(x+h)=y(x)

= h
h Rl {yl(x+h)—yl<x>=hyz(x+h>

Yo (x+h) =y, (x) _ Yo (x+h) = y,(x) =—4hy,(x + h)

P =4y, (x+h)

Tak uzyskana postac¢ uktadu rownan rézniczkowych mozna zapisa¢ w postaci macierzowej,

n(x+h)—hy,(x+h)=y,(x)
dhy, (x+h)+ y,(x +h)=y,(x)

{1 - h:HylHl } B {J’u }
4h 1 (Vo Yai
W ten sposob ukltad dwoch réwnan rézniczkowych zwyczajnych zostal zapisany w postaci uktadu
réwnan liniowych. Jezeli zatozymy 4 = 0.1 i uwzglednimy warunek poczatkowy:
Yip =2
Y3 =0

wowczas rozwigzanie uktadu ,

o T

pozwoli na wyznaczenie warto$ci szukanych funkcji w punkcie x¢+/4. Aby obliczy¢ kolejne wartosci
szukanych funkcji dla kolejnych wartosci x nalezy dla kazdej warto$ci x rozwiaza¢ uklad rownan.
Btad otrzymanych wartosci szacuje si¢ ze wzoru:

m,-G, -8,
Ponizej dotaczono obliczone wartosci funkcji y; i y, dla kolejnych wartosci x.

yi =2.0000  p,=19200  y,;=19232  y,=19231
v, =—0.8000 y,, =—0.7680 y,, =—0.7693  y,, =—0.7692

dla Xo=0

Wnhioski :

Metody Eulera prezentowane wyzej rzadko bywaja stosowane w praktyce, gdyz nie sa zbyt
efektywne, tzn. wymagaja stosowania duzo obliczen do osiagnigcia wymaganej doktadnosci
rozwiazania. Gtowna zaleta schematu jawnego jest bardzo prosty schemat obliczeniowy i z



tego powodu nalezy zawsze od niego zaczynaé rozwiazanie zadania. Schemat uwiktany
pomimo duzej zlozono$ci algorytmdéw obliczeniowych (moze by¢ konieczne uzycie w
etapach posrednich metody Newtona-Rophsona rozwiazywania ukladow rownan
nieliniowych) w pewnych sytuacjach moze si¢ okaza¢ przydatniejszy od schematu jawnego.
Obecnie najpopularniejsza metoda ,,pierwszego podejscia,, uzywana do rozwiazywania
réwnan rozniczkowych zwyczajnych jest metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu . Jest to
metoda typu jawnego.



