Uktad réwnan liniowych

ar X1 + al X2 +...+ Ain Xpn = b1
A X1 T ax Xp +...+ a3 Xp = by

a, ap a, X b,
ay Ay Ay | | X2 | b,
anl an2 ann xn bn

Zaktadamy , ze znamy macierz wspotczynnikéw a;; oraz wektor b;. Poszukujemy wektora
warto$ci x; .

Dopuszczamy operacje elementarne .
a) Pomnozenie wiersza przez stata
b) Podzielenie wiersza przez stata
¢) Dodanie do pewnego wiersza innego wiersza
d) Objecie od pewnego wiersza innego wiersza
€) Zamiana wierszy miejscami

Dopuszczalne sa takze operacje kombinowane , z ktérych szczegdlnie wazne jest objecie od
pewnego wiersza innego wiersza przemnozonego przez stata (czyli (a)+(b)).

Metoda eliminacji Gaussa .

Przyktad [Fogiel]

2x, +4x, +2x3= 16 AR
2X1 — X2 — 2X3 =-6 Wz(o)
4x; + X2 —2x3=0 W,

Eliminacja zmiennych .



2% + 4%, +2x3 = 16 w, D =w,

—5X2—4X3 =-22 Wz(l) = Wz(o) — Wl(o)

Tx5 — 6x3 = -32 W3(1) — W3(O) ) Wl(o)

2% + 4%, +2x3 = 16 w,?=w,

-5x-4x3 = -22 w,? =w,V

_3x3 __6 W@ = w0 7w, 0
5 5 5

Postepowanie odwrotne .

—6
X3 = - = X3=3
5
-1 .
Xzz?(-22+4 3) = X2:2
1
x;=—(16-2-3-4.2) = x1=1
2
Ogolne .
[0 (0) (0) O o [507
ayy G Gy 4y, X, b,
© (0 (0) (0) (0)
Ay Ay =t Gy ot Ay, Xy b,
© 0 © 0) )
Ay Qpy = gy om0 Ay, X by
© O, O . (0 X (0)
_anl an2 ank ann _ o _bﬂ _
L. “Eliminacja zmiennych.
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Ostatecznie po (n-1) krokach otrzymujemy .

(n-1) (n-1) (n-1) -y 7
a11 dp = o 4y a X,
(n-1) (n-1) (n=1)

0 as sy a, X,
0 0 ali™ a"™" X,
(n-1) X
00 0 R N E B |
I1. “Postgpowanie odwrotne*
b(n—l)
_ “n
(1) X, = (n-1)
al‘l}’l
(n—p+1) 1 oD — Z (n-1)
n—p Xp = (n 1) a
pp r=p+l
(n-1) (n-1)
() X = (n 1) b Z"

Zapis skrocony .
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Dane : macierz wspotczynnikow a; ,i=l,...,n, j=1,...,n

wektor wspotczynnikow b7 ,i=1,...,n
Poszukujemy rozwiazania postaci wektora x; ,i=1,...,n.
L. Etap “eliminacja zmiennych”

k-ty krok , gdzie k=1, ... ,n-1

k k-1 .
a;) a( ) i=1-k
A uwaga (¥)
bi():bi( ) ]:1’“.,71
(k=1)
a® = g% _ iy (k-1)
= q b .
! Y als b i=k+1,...,n
k3
. uwaga(**)
a%v j=1...,n
po — pten _ Yy seets
i - i (k 1) k
kk
II. Etap “postgpowanie odwrotne”
b(’l—l)
—_n 1
X, =~ krok pierwszy
ann
_ (n n_ (1)) . _
X, =l Za n-1 pozostatych krokoéw p=n-1,...,1
app r= p+1
Komentarz :

(*) Jesli w programie wykonujemy modyfikacj¢ wg. Etapu “eliminacji zmiennych” uzywajac
tylko jednej macierzy A , woéwczas operacji przypisania (*) nie trzeba w ogole wykonywac.

(**) Obejmujac wiersze od siebie , mozna ograniczy¢ nie tylko do j>k .gdyz w
pozostalych przypadkach sa to operacje typu “0-0” (wystarczy tez tylko j>k , ale woéwczas
macierzy gorno-trojkatnej juz nie dostajemy)

Metoda Gaussa “skaluje” si¢ jak N> (N liczba rownar)
Uwagi !

Zat6zmy , ze otrzymali§my macierz a w nastgpujacej formie (po (1) kroku operacji )

2 3 4] [x 6
00 1| |x,| = |10
0 7 8| |x —4

Algorytmu wyzej opisanego nie mozna stosowac , gdyz na przekatnej mamy 0 . Mozna go
jednak stosowac , jesli zamienimy wiersze 2 1 3 (dotyczy¢ to moze takze warto$ci wektora B)



Czesciowy wybodr elementu podstawowego polega na wyszukiwaniu przed kazdym krokiem
eliminacji zmiennych najwigkszego co do modutu elementu a'f™” w ciagu elementow

al™ (i=k,k+1,...,n)dla wszystkich krokow .

Po ustaleniu numeru » rownania , w ktorym ten element wystgpuje , wiersz o numerze r
zamieniony jest miejscem z wierszem o numerze & .

Stosujac metody eliminacji Gaussa mozna takze obliczaé¢ macierz odwrotna 4™ .

ay G, — 4y X X T Xy 10 -
Gy Gy — Ay Xop X T Xy | 01 -
Ay Ay — Ay Xa Xy T Xy 00 -1

potegowanie wzgledem macierzy 4 podczas eliminacji zmiennych jest identyczne jak podczas
szukania pojedynczego wektora wartos$ci x; .

Jednak operacje na wektorze wartosci b; nalezy teraz zastapi¢ operacjami na macierzy by .

Rozwigzanie czastkowe uktadu réwnan liniowych metoda Gaussa .

Lx, —1x, +2x, —1x, =8 x, ==

Lx, +1x, +1x; +0x, = -2 ) .X, =
rozwigzanie

2x, +2x, +1x; —1x, =8 X, =2

Lx, +1x, +3x; +4x, =10 x, =2

Ix, —1x, +2x, —1x, =8 w =

0x, +2x, —Ix, +1x, =6 wh =w” —w®

Ox, +4x, =3x, +1x, =8 wh =w® 2w ©®

0x, +2x, +1x; +5x, =18 wh =wO —w®

Ix, —Lx, +2x; —lx, =8 w? =w

0x, +2x, —1x; +1x, =6 w =w®

0x, +0x, —1x; —1x, =—4 w =w® —2w,"

0x, +0x, +2x, +4x, =12 we =wO o

Ix, —Lx, +2x; —lx, =8 W =w?

0x, +2x, —1x; +1x, =6 W =w?

0x, +0x, —1x; —1x, =—4 we =@

Ox, +0x, + 0x, +2x, =4 W =w® —(-2)w>

Postgpowanie odwrotne :
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2x4=4 X4=2
-1x3-1x4=-4
x3=-(-4x+1x4)
x3=-(-4+2)=2
2x3-1x3+ 1x4=6

x, =2(6+1x; —1x,)
X, =1(6+2-2)=3

Ix, —Ix, +2x; —1x, = -8

x, =—8+1x, —2x; +1x,
X, =-84+3-4+2=-7

[Burden] (po modyfikacji)

Przyktad roznej doktadnos$ci w wynikowej dla réznych algorytmoéw :

ZADANIE [Fogiel]

Rozwiaza¢ uktad rownan

x+400y =801
200x +200y = 600

Stosujac arytmetyke zmienno pozycyjna z trzema cyframi znaczacymi (stosujac zaokraglenia
btedow).

Poréwnac otrzymane rozwiazanie z rozwiagzaniem doktadnym .

x=1,y=2

Metoda pierwsza

1)

2)

X+400y =801 / -(~200)
200x + 200y = 600

—200x —80000y = —160200
200x +200y = 600

—200x —80000y = —160000

200x+200y =600

pozostawiamy trzy cyfry zn.

dodajemy stronami



3) —79800y =-159000 pozostawiamy trzy cyfry zn
—7900y = —-159000
y=1.99
1,992
159000 79800
79800
792000
718200
738000
718200
198000
159600
38400
x+400-1,99 =801
4) x=801-796
x=5,00
Otrzymujemy ostatecznie : x=5,00 , y=1,99 (fatalnie !)
Metoda druga
1) 200x+200y = 600 po zamianie wierszy dzielimy przez (-200)
x+400y =801
2) -x-y=-3
x+400y =801 dodajemy stronami
3) 399y =798
y=2,00
4) 200x +400 =600

200x =200
x=100



Ostatecznie dostajemy : x=1,00 , y=2,00 (b.dobrze !)

Metoda pierwsza w teorii rozwigzywania uktadéw rownan liniowych nazywana jest metoda
eliminacji Gaussa , metoda druga to metoda eliminacji Gaussa z czg$ciowym wyborem
elementu podstawowego.

Metoda rozkladu L-U :
Dokonuje si¢ rozktadu pierwotnej macierzy 4:
L-U=4
gdzie L jest macierza dolno-trojkatna , a U jest macierza gorno-trojkatng .

!

L= / elementy niezerowe tylko na dolnej diagonali i powyzej
AV

0%

!

elementy niezerowe tylko gornej diagonali i powyzej

czyli (L U)X=B
Znajac L, U rozwiazujemy najpierw uktad L-Y =B
A nastgpnie UX=Y,

Metoda faktoryzacji LU jest trudniejsza do programowania niz met. eliminacji Gaussa , ale
efektywniejsza w réznych zastosowaniach .

Metoda eliminacji Jordana w uogdlnieniu :

[0 (0) ] [ 7,00)7]
N A e o by
(0) (0) (0) (0)
dy Gy Gy, || X2 b,
0) (0) 0) (0)
| A1 a,, . Xn bﬂ i
(0) (0)
a,; b
M _ %y _ 0 |
1) A a; =5 j=L1...,n b’ =—5
a, a4
M _ (0 0 (1 .
5 a;’ =a; —a, -alj} i=2,...,n
) M _ 7.(0) 0 M =
b = —a? b J=L....n
(k-1) (n-1)
a,: b
. )y _ % . o _
2 A a)=—(% J=k..n b’ ="
a a
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k k— k-1 k .
5 a’ =a ”—afk*a,ﬁﬁ} i1, k—Lk+Ln

ph) = pkD _ gk () j=L...,n
(n-1) (n-1)
- b
. () _ % (n) _ “n
3) A: a, = ,(::_1) b = 27
al” =al"" —al"al’ i=1l,...,n-1
pm — p=b _ (=D p(m) j=1...,n
po k-krokach:
1.0 0 y |
010
0 01
0 00
000 /|
-
k-krokéw w formie “0-1”
po n-krokach :
x, =b"

Czesciowy wybor elementu podstawowego przeprowadzamy w metodzie Gaussa tj. w k-tym
kroku poréwnujemy elementy w k-tej kolumnie , ale w wierszach k+1,...,n



